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Enumeration of Polyhedral Links and Tree-like
Molecules
ABSTRACT
Enumeration of molecules is one of the fundamental problems in bioinformatics,
chemoinformatics and has attracted chemists, biologists and mathematicians for more
than one century. It is also important from a practical viewpoint because it plays an
important role in drug discovery, experimental structure elucidation, molecular design,
virtual libraries constructing, hypotheses testing and experiments optimizing. In this
thesis, we count three kinds of molecule structures: DNA polyhedral links, tree-like
polyphenyl isomers, and stereo-isomers of tree-like polyinositols, by using generating
functions, Burnside’s Lemma, Pólya’s Theorem, Non-similar Characteristic Theorem
and asymptotic analysis methods, and with the help of Maple program.
We study three typical counting problems for DNA polyhedral links by different
synthesis requirements. Using Burnside’s Lemma and Pólya’s Theorem, we obtain the
explicit formulas in two cases when charity is ignored and is considered, respectively.
The enumeration of tree-like polyphenyls is equivalent to that of (polyphenyl)
contracted trees. By Pólya’s Theorem, we obtain the recursion counting formula for
contracted planted trees first. Then by‘Dissimilarity Characteristic Theorem’for
contracted trees, we count contracted trees, by the numbers of contracted rooted, edge
rooted and symmetry trees, which can be obtained from the number of contracted
planted trees by using Pólya’s Theorem again. Finally, we derive the asymptotic num-
ber of tree-like polyphenyls, in the basis of the recursion formulas above.
For tree-like polyinositols, by defining the concepts of inner vertices and long
edges, we deduce the counting formulas for the stereo-isomers in two cases when
charity is ignored and is considered, respectively in a similar way.















摘 要（中文） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I
摘 要（英文） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II
第一章 基本术语 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
§1.1 Burnside引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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|X| 集合 X 包含的元素个数






π ∗ c 置换 π对着色 c的作用
∼ 相似
N(C , G) 着色集 C 在群 G作用下的等价类个数
Gc c的稳定子群
C π π的不变着色集
π(z1, z2, · · · , zk) π的循环指标
PG(z1, z2, · · · , zn) 置换群 G的循环指标
Γ 图

















































设 X 是一个 n元有限集，U 是一个颜色集合，每种颜色都有一个权.
定义 1.1.1 X 上的置换是 X 到自身的一个一一映射. X 上所有的置换在映射结
合运算下构成一个群，称为 n元对称群，记为 Sn. n元对称群的子群称为置换
群.
定义 1.1.2 从 X 到 U 的映射称为着色. 所有着色构成的集合记为 Ca. 着色的权
是指该着色下，X 中所有元素所着颜色的权和.所有权为 k的着色的集合用 Ck
表示.
定义 1.1.3 设 c ∈ Ca，π ∈ Sn. 定义运算 ∗，使得 π ∗ c为一个着色，且对于任
意的 x ∈ X，有 π ∗ c(x) = c(π(x))，则称运算 ∗为置换 π 对着色 c的作用. 设
G为 X 上的置换群，C ⊆ Ca为一个着色集合.若对于任意的 c ∈ C 和 π ∈ G，
有 π ∗ c ∈ C，则称运算 ∗为置换群 G对着色集 C 的作用. 若运算 ∗为置换群
G对着色集 C 的作用，则对于 π1, π2 ∈ G和 c ∈ C，有 π1 ∗ (π2 ∗ c) = π1π2 ∗ c.
定义 1.1.4 设运算 ∗为置换群 G对着色集 C 的作用. 对于 c1, c2 ∈ C，若存在
π ∈ G，使得 π ∗ c1 = c2，则称 c1和 c2有关系，这样定义的关系是等价关系，
所以也称 c1和 c2等价. 对于 c ∈ C，集合 {π ∗ c|π ∈ G}称为 C 在 G的作用下
的一个等价类，记为 Oc. C在 G的作用下的所有的等价类之间要么相等，要么
不交，因此导出了对 C 的划分. 该划分下的等价类的个数记为 N(C , G).
定义 1.1.5 设运算 ∗ 为置换群 G 对着色集 C 的作用. 对于 c ∈ C，集合















子群 Gc和等价类 Oc有|Oc| = |G||Gc| 成立. 对于 π ∈ G，集合 {c ∈ C |π ∗ c = c}称
为 π的不变着色集，记为 C π，并设 |C π| = Ψ(π). 集合 {c ∈ Ck|π ∗ c = c}称为
π的权为 k的不变着色集，记为 C πk，并设 |C πk | = Ψk(π).









定义 1.2.1 对于 x1, x2, · · · , xk ∈ X，若置换 π 满足 π(x1) = x2, π(x2) =
x3, · · · , π(xk−1) = xk, π(xk) = x1，则称 (x1, x2, · · · , xk) 是π 的一个循环. 有
限集 X 上的任何一个置换都可以分解成若干循环的乘积.
定义 1.2.2 若置换 π可以分解成 oi个 i循环的乘积，对于 i = 1, · · · , n，则称单
项式 π(z1, · · · , zn) = zo11 z
o2
2 · · · zonn 为 π的循环指标. 多项式 PG(z1, z2, · · · , zn) =∑
π∈G
π(z1, · · · , zn)称为 G的循环指标.
定理 1.2.3（Pólya基本计数定理 [2]）设 |U | = s. 则
N(Ca, G) = PG(s, s, · · · , s).

































定义 1.3.1 图是一个二元组 Γ = (V (Γ), E(Γ)). 其中 V (Γ)是有限个顶点构成的
集合，称为顶点集. E(Γ)是由边构成的集合，称为边集，每条边是一个二元
组，其元素属于顶点集. 若边e = uv，则称 u和 v为 e的端点，e为 u和 v的关
联边，u和 v相邻.
定义 1.3.2 设 Γ = (V (Γ), E(Γ))，Γ1 = (V (Γ1), E(Γ1))为两个图. 若图 V (Γ1) ⊆
V (Γ)且 E(Γ1) ⊆ E(Γ)，则称 Γ1是 Γ的子图.
定义 1.3.3 设图 Γ = (V (Γ), E(Γ))，顶点 v0,v1,. . . ,vk ∈ V (Γ)，边 e1, e2, . . . , ek ∈
E(Γ)，且对于每个 i = 1, 2, . . . , k，都有 ei = vi−1vi，则称序列 W =
v0e1v1 . . . ekvk 是 v0 到 vk 的一条迹. 若迹 W = v0e1v1 . . . ekvk 的所有顶点和
所有边分别两两不同，则称W 为 v0到 vk 一条路. 若迹W = v0e1v1e2v2 . . . ekvk
中除了 v0 = vk，其他所有顶点和所有边都分别两两不同，则称 W 为一个圈.
若图的任何两个顶点之间存在一条路，则称该图是连通的. 连通且不含圈的图
称为树.
定义 1.3.4 设 T 为一棵树，v 和 e分别为 T 上的一个顶点和一条边. T 去掉 v
以及 v的所有关联边之后，得到的若干树，每棵树称为是 v的一个分支；T 去
掉 e之后得到的两棵树，每棵树称为是 e的一个分支. 若树 T 上包含一个顶点
v，使得 v 的各个分支的顶点数均小于 T 的总顶点数的一半，则称 T 为单中
心树，v 称为是 T 的中心顶点. 若树 T 上包含一条边 e，使得 e的两个分支的




定义 1.3.5 设 Γ1 = (V (Γ1), E(Γ1))和 Γ2 = (V (Γ2), E(Γ2))是两个图，若存在一
个一一映射 f : V (Γ1) → V (Γ2)，使得 Γ1 的顶点 u和 v 在 Γ1 中相邻当且仅当
f(u)和 f(v)在 Γ2中相邻，则称 Γ1同构于 Γ2，记为 Γ1 ∼= Γ2，称映射 f 是 Γ1















定义 1.3.6 对于 v1, v2 ∈ V (Γ)，若存在一个 Γ的自同构 f，使得 f(v1) = v2，
则称 v1和 v2相似；对于 e1 = u1v1, e2 = u2v2 ∈ E(Γ)，若存在一个 Γ的自同构
f，使得 f(u1) = u2 且 f(v1) = v2，或者 f(u1) = v2 且 f(v1) = u2，则称 e1 和
e2 相似. 由于同构是一个双射，顶点的相似关系和边的相似关系都是一个等价
关系.记图 Γ顶点的等价类的个数和边的等价类的个数分别为 ν(Γ)和 ϵ(Γ).
定义 1.3.7 若一棵双中心树的中心边的两个分支是同构的，则称该树是对称
的，否则称为是非对称的. 对称树的中心边称为对称边.
定理 1.3.8 （Otter 的非相似特征定理 [3]） 设 T 是一棵树，若 T 是非对称
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